Dobromit Serwa
Model przestrzeni stanéw z efektem ARCH

Harvey, Ruiz i Sentana (1992) zaproponowali uogélnienie modelu przestrzeni stanéw
poprzez dodanie efektu ARCH do kazdego z réwnan modelu. Sktadniki losowe w réwnaniach
stanu 1 obserwacji nie maja tam stalej wariancji, gdyz wariancja jest uwarunkowana
historyczna zmienno$cia sktadnikow losowych. Warunkowe rozktady sktadnikéw losowych,
zalezne od historycznej zmienno$ci tych sktadnikéw, sa normalne. Harvey, Ruiz i Sentana
przedstawili metod¢ quasi—najwigkszej wiarygodnosci (ang. quasi—-maximum likelihood
method) do oszacowania parametréw modelu.

W tym punkcie zaprezentowano model przestrzeni stanéw z efektem ARCH,
stanowiacy uogdlnienie modelu przestrzeni standéw, przy zalozeniu, ze heteroskedastyczne
sktadniki losowe sa jednowymiarowe (tzn. sa skalarami). Znaczy to migdzy innymi, ze
heteroskedastyczne sktadniki losowe nie sa ze soba skorelowane. Harvey, Ruiz i Sentana
zauwazyli, ze zatozenie to ulatwia przede wszystkim specyfikacje modelu. Przy rezygnacji z
takiego zatozenia, sygnat premii oraz parametry modelu szacowane bylyby w analogiczny
sposob. Metode estymacji prognoz wektora stanu oraz parametrow modelu zaprezentowano
na podstawie pracy Kima i Nelsona (1999).

Model przestrzeni stanéw z dodanym efektem ARCH sktada si¢ z dwéch rownan:

y,=AX, +Bz, +¢& +A¢g (3.65)

z,=Fz,_ +v,+h , (3.66)
gdzie

g ~N(O,R), v, ~ N(0,Q), (3.67)

A i ) sa wektorami o odpowiednich wymiarach, a £ i v, sa jednowymiarowymi sktadnikami

losowymi o nastgpujacych rozktadach, warunkowych ze wzgledu na cala informacje

dostgpna w momencie ¢—1:



£

Yiu ~ NOR,), v

Yia~NO,hy). (3.68)

Dla uproszczenia zalozono, ze wariancje hy, i hy, sa generowane przez procesy ARCH(1):
h,=a,+a, (€, hy, =7+ 7). (3.69)

Harvey, Ruiz i Sentana (1992) zaproponowali wstawienie obu heteroskedastycznych

sktadnikéw losowych & i v, do réwnania stanu. Model przestrzeni stanéw miatby wtedy

postac:
y,=Ax,+[B A O]z +¢ (3.70)
z,| |[F 0 0fz_,| |I 0 Ofnv,
z, =\ |[=|0 0 Ofe_ |+|0 1 Of¢ |, (3.71)
v | [0 0 Ofv,| |0 O 1|v
czyli:
y,=Ax, +Bz, +¢ (réwnanie obserwacji) (3.72)
z,=Fz _ +G'v,, (réwnanie stanu) (3.73)
gdzie:
Q 0 0
E(v, [y, )=l0 h, 0 |=Q,. (3.74)
0 0 h,

Podobnie jak w standardowym modelu przestrzeni stanéw, procedura szacowania

wartosci Sredniej z,, , oraz wariancji P, zmiennej losowej z, , warunkowej ze wzgledu na

cala informacje y dostgpna w momencie 7 —1, opisana jest za pomoca nastgpujacych formut:

z,.,=Fz,_,, (3.75)

P, =FP , F+GQG", (3.76)
gdzie:

h, =+, Ele ) |y, hy, = ¥y + HEIW) W, ] (3.77)



stanowia elementy macierzy Qf w rownaniu (3.76). Harvey, Ruiz i Sentana pokazali, ze
wyrazenia E[(S;k_l)2|l//,_l] i E[(U:_1)2|Wt_1] w (3.77) mozna zapisac jako:

v P +ElE. —EE_ v )], (3.78)

E[(gt*—l )2 |l//r—1 I= E[gt*—l

v_ I +El(v_,—E@_y._ )] (3.79)

E[(vt*—l )2 |l//r—1 1= E[vt*—l

*

t=1jr-1° a

Wyrazenia E[€:_1|l//,_l] 1 E[U:_1|’//r_1] stanowiag dwa ostatnie elementy wektora z

v, )11 El(v,_,—E®@,_,|w,.))’] otrzymuje si¢ z dwéch ostatnich

wyrazenia E[(€,_, —E(€,

*

diagonalnych elementéw macierzy A

*

-t obliczane sg ze

Btad prognozy wartosci wektora y; , § oraz jego wariancja M

"
-1

WZOrow:
&=y, —Ax,—-Bz, . (3.80)
M, =BP,_B"+R. (3.81)
Prognozy zf‘t_l 1 ;‘;_1 mozna uaktualni¢ w momencie #, obliczajac wyrazenia z:"t i P;‘k,

dane wzorami:

*

z,=2,,+P,_B "M, )¢, , (3.82)

tlr—1 tlr—1

P, =P, _B'(M, ) ' BP,

tt tit—1 te—1 ° (3'83)
W modelu przestrzeni stanéw, takze z efektem ARCH, warto$ci parametréw

szacowane sa jednoczesnie z dokonywaniem prognoz wektora stanu w calej probie.

Przyblizona warto$¢ funkcji wiarygodnosci ma tu postac:

*

tlt—1

1 T
lan—EZln[(Zﬂ)" M
t=1

]_ % Z (2;2,_1 ) (Mjlt—l )" &:Ir—l . (3.84)

Wartos¢ tej funkcji jest maksymalizowana w celu otrzymania ocen wartosci parametrow oraz

prognoz wektora stanu i wektora obserwacji.



